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摘要    以在水中做纵向平面内运动的细长轴对称体为研究对象. 在建立描述流体-结构耦合振动系统的计




对研究对象外形的限制, 同时避免了流固耦合直接数值模拟中 CFD+FEM 的复杂性, 对于典型的工程结构非
常适用. 最后, 通过算例给出了水中运动物体的水弹性频率和模态, 并将计算结果与试验结果进行了对比, 证
明了本文计算模型的有效性.  
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1  计算模型 
1.1  基本方程 
假设结构变形满足 Euler 梁的假设条件, 流体占
据了无限空间且为理想不可压缩流. 坐标系见图 1,
其中 XYZ 是惯性坐标系, xyz 是固定于运动物体的相





图 1  总体与局部坐标系示意图 
 
考虑物体在 X-Z 平面内做平面运动. X, Z 表示质
心在惯性坐标系内的平动位移, ϑ 表示刚体转动角
度. u 和 w 表示相对于坐标系 xyz 的质点位移, u 为轴
向位移, w为侧向位移. 结构上任一质点 i 的坐标 r 和
质点运动速度 r?为 
,i ir R ρ= +  .i i ir R ω ρ ρ= + × +? ??  
其中 
( sin cos ) ( cos sin ) ,R X Z i X Z kϑ ϑ ϑ ϑ= + + − +  
( ) ( ) ,i i i i i i ix u z i y j z w kρ α= + + + + +  
, ,i j k 分别为沿 , ,x y z 轴的单位矢量, ω 为刚体转动
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力势能, ( ) ,i im g R MgZρ− ⋅ + =∑  其中 M 为结构总
质量.  
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物面上任意点的坐标用 ( , )x γ 表示, 其中 γ 为截
面自 z 轴沿顺时针方向的转角(图 2). 令 ( )a x 为 x 截
面的半径、 ( )xφ 为结构物面的斜率(图 3), 作用于面
元 d ( ( ) / cos ( ))d dA a x x xφ γ= 上的有压力 ( , ),p x γ  剪应
力 ( , )m xτ γ (子午面上的切线方向)和 ( , )xγτ γ (环向). 
令 uδ ′和 wδ ′表示这个面沿 x 方向和 z 方向的虚位移
(图 2). 将虚位移分解为 dA垂直方向和剪切方向并乘以
相应的应力便得到外力在这个单元面上所作的虚功: 
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图 3  轴对称体微段示意图 
 
将总动能 K, 弹性变形能 U 和外力所做的虚功
Wδ 应用到哈密尔顿原理: 
0 0
( )d d 0,
t t
K U t w tδ δ− + =∫ ∫  
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其中, J 为转动惯量, m 为结构单位长度质量, ( )H x =  
2 2 2( , )d dz E x y z y z+∫∫ 相当于梁的弯曲刚度, ( )K x =  
2 2( , )d d  E x y z y z+∫∫ 相当于拉伸刚度.  








贡 献 分 别 为 : 0, ,gVρ  sinbgVxρ ϑ− 和 2 ρ− π ×  




bx 为浮力中心在对称轴上相对于质心的坐标, cZ 为
物体质心在惯性坐标系中的 Z 方向位置. 在以下讨
论中 p 只代表动水压力.  
1.2  流体压力表达式 
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( )Pψ 为物面 P 点源强度, nV 为物面法向速度, PMr
为 P 点到 M 点的距离.  
物体的任意垂直断面 x 处的任意点 P 的速度和
加速度的法向分量分别是(设 ,  U W 分别代表刚体运
动速度沿 x 轴和 z 轴的分量):  
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nV 和 nV? 实质上由三项组成, 分别表示位于 x 处的截
面所做的轴向刚体运动、侧向刚体运动和刚体绕 y 轴
的刚体转动. 因此, 为了求解压力或势函数, 只需三
类流场的计算. 在物体 0x 处垂直于对称轴取一个长
度为 0dx 的筒体, 令这段筒体分别各做加速度为 1 个
单位的平移运动和绕 y 轴的转动, 筒体的其他部分
则保持不动. 计算这三类运动的源函数再叠加. 物面
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, ,x z ϑπ π π 依赖于 0x 处筒单元的几何形状和整个潜体
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将(5)式代入压力的表达式(3), 并利用对 ,z ϑπ π
的 分 解 0 0( , , ) ( , ) cosz zx x x xπ γ γ= Π 和 0( , , )x xϑπ γ =  






























⎡ ⎤∂= − +⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫
??  
(8) 
 0 0( , ) cos ( , )d ,
b
a
p x K x x xϑ ϑγ ρϑ γ
−
= − ∫??  (9) 

















′ ′′ ′= ′∫ ∫  (10) 













x x a x
















x x a x
K x x x
x r









[( ) ( ) ( )
 2 ( ) ( ) cos( )] ,
r x x a x a x
a x a x γ γ
→ ′ ′= − + +
′ ′− −  
2 2 2 1/2






短周期项略去. 相反, 在代入后两个方程时, 要把长
周期项忽略.  
1.3  运动学与动力学方程 
经过上述推导并进一步把加速度 ( , )X Z?? ?? 投影到
( , )x z 坐标系, 三个运动方程变成:  
 ( ) sin ,xM M U Mg ϑ+ = −?  (13) 
 ( ) cos ,zM M W Mg ϑ+ = −?  (14) 
 ( ) 0,a zJ J M LWϑ α+ − =?? ?  (15) 
其中, 附加质量:  
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(15)式中的耦合项 
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根据小变形假设, 还可以进一步线性化.  
通过上述推导, 关于水动力载荷和方程的解耦






部分严格地按 cosγ 在圆周方向分布. 第二种水动压
力是分别由轴向和侧向振动所引起的, 前者是轴对
称的, 后者严格按 cosγ 在圆周方向分布. 水动压力
的值可以用附加质量和相应的物体表面加速度来表






的, 这一点应当引起注意.  
2  算例与分析 
2.1  计算模型 
以顶部为圆锥体的圆柱弹体(有限元模型见图 4)
为算例. 模型主要几何参数: 半径 0.25R =  m, 长度
3.3L =  m, 弹体头部外形为圆锥形, 锥顶高 0.2h =  
m. 材料参数: 抗弯刚度 99.8 10EI = ×  N m2, 泊松比
3.0 ; 无量纲的结构质量( sta max/ ,im m  staim 表示沿弹体
轴向第 i 个站位处的结构质量, maxm = 54.7 kg)沿弹体











图 5  结构质量分布示意图 
2.2  潜体附加质量及水弹性模态的计算  
计算状态分结构全部浸入水中(Case A)、一半(弹
体后 1/2 部分)浸入水中(Case B, 不考虑自由面效应)
两种状态. 进行了水弹性振动频率以及模态的计算. 
为代表性起见这里只给出全部浸水时的模态振型(弹
性模态包括前三阶弯曲模态), 见图 6. 
表 1给出了干模态和水弹性模态的频率对比. 由
于流体附加质量的影响降低了水弹性模态的频率 ; 
而且 Case B 的频率降低程度比 Case A 要低一些. 以
一弯频率为例, Case A和Case B的湿模态的频率分别
降低到干模态的 67%和 90%, 这是由于 Case B 的浸
水面积小其对应的附加质量也小. 另外, 对于不同模
态, 附加质量的影响程度是不一样的, 这反映在两个
方面: 一方面, 同一模态的阶次可能会改变, 例如, 
二弯模态在干模态系列中排为第 3 阶, 而在湿模态中
排为第 2 阶. 这是因为: 干模态中的第 2 阶原为纵向
拉伸模态, 其水弹性模态的附加质量很小, 频率基本
保持不变(98 Hz); 而二弯模态的附加质量影响显著, 
频率降低到 84.6 Hz 小于拉伸模态频率, 其模态阶次




为便于对比, 图 7 给出了弹体中心轴的干/湿模




图 6  潜体全部浸水的水弹性模态 
由左至右分别为两个刚体模态: 侧向平动、转动; 三个弹性模态: 一弯、二弯和三弯 
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表 1  干/湿模态频率对比(频率单位: Hz) 
干模态  水弹性模态全部浸水 (Case A) 水弹性模态部分浸水 (Case B) 模态名称 频率 阶次  频率 阶次 频率比 频率 阶次 频率比 
一弯 52.5 1 阶  35.0 1 阶 0.67 47.3 1 阶 0.90 
二弯 114.6 3 阶  84.6 2 阶 0.74 100.8 3 阶 0.88 
三弯 168.7 5 阶  124.8 4 阶 0.74 162.0 5 阶 0.96 




图 7  刚体转动和弹性模态的对比. 








趋于均匀, 从而与干模态相比, 其尾部的振幅增大. 
而一半浸水时(Case B)的附加质量主要分布在结构的
后半部分, 所以总体质量分布更加不均匀(尾部重、头
部轻), 从而与干模态相比, 其尾部的会振幅减小.  
2.3  讨论  
2.3.1  与试验结果的对比  
工程中常常采用振动频率试验方法获得附加质
量 . 将结构置于刚度为 K 的单自由度弹性支持上 , 
再分别测量系统在空气中和静水中的振动频率和模












= =  (17) 
dry ,f  wetf 分别为结构在空气中和浸入水中的振动频
率, dryM 和 wetM 分别为在空气中和在水中的模态广
义质量 , 且 wet dry ,aM M M= +  aM 为广义附加质量 . 
对于位移正则化的刚体模态, 广义质量 dryM 的值(等
于结构质量)是已知的, 而且频率 dry ,f  wetf 的值可以
通过试验测得. 因此, 利用公式(17)可得附加质量(等
于广义附加质量 aM ):  
 2dry dry wet[( / ) 1],aM M f f= −  (18) 
定义附加质量系数 aC :  
 dis/ ,a aC M M=  (19) 
其中, disM 为排水质量. 表 2 给出了刚体模态的附加
质量系数的数值计算和试验结果. 由表可知, 全部浸
水的刚体平动模态的附加质量系数为 0.90, 数值计
算的附加质量系数为 0.89, 二者吻合较好. 另外, 对
比理想圆柱附加质量系数的解析值 1.0, 可知, 采用
简单结构的解析解的误差(与数值计算结果相比)分
别为 12.4% (全部浸水) 和 19.1% (一半浸水), 均已
超过了 10%.  









保持为常数. 对于图 8 中的一弯、二弯两阶模态, 在 
/ 0.20 ~ 0.79x L = 区域内, 也就是说约占筒体总长度
59%的区域, 一弯模态附加质量系数 aC 基本保持为
常数 0.98; 二弯模态一弯模态附加质量系数 aC 基本







图 8  附加质量分布示意图 
 











表 2  附加质量系数的计算和试验结果(质量单位: kg) 











系数 aC  
侧向平动(Z 方向) 612.5 1164.0 0.89 868.8 0.83 计算结果 侧向平动(Y 方向) 612.5 1164.0 0.89 868.8 0.83 
解析解(理想圆柱)   1.00  1.00 
试验结果   0.90   
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